ALGAII WYKLAD 1 Odwzorowania Liniowe

Rozwazane sg rzeczywiste przestrzenie wektorowe. Wektor zerowy w przestrzeni wektorowej
$E$ oznaczamy symbolem $\theta_{E}$.

Definicja: Przestrzen wektorowa
Przestrzenig wektorowg (liniowg) rzeczywistg nazywamy zbiér E wyposazony w dwie funkcje

+:EXE—->E -:RXE-—->E

(zwane odpowiednio dodawaniem wektoréw i mnozeniem przez skalar) spetniajgce wtasnosci:
(A1) (x+y)+z=x+ (y+ z)dladowolnych x,y,z € E,

(A2) istnieje taki element 0 € E, z2e 0 + x = x + 0 = x dla kazdego x € E,
(A3) dla kazdego x € E istnieje taki element —x € E, ze x + (—x) = O,

(Ad) x+y=y+ xdlakazdychx,y € E,

oraz

ZNt-x+y)=0¢-x)+@-y),

(Z2)(s+ 8- x=(s-x)+(t-x),

(Z3) (ts) -x=1-(s-x),

(z4)1-x=x

dla kazdych s,t € R, x,y € E.

Definicja 1.1: Odwzorowanie liniowe

Niech E'i F beda przestrzeniami wektorowymi. Méwimy, ze funkcja L : E — F jest
odwzorowaniem liniowym (transformacjg liniow3g) jezeli:

(L1) L(x + y) = L(x) + L(y) dla wszystkich x, y € E,

(L2) L(rx) = rL(x) dla wszystkichr € R, x € E.

Funkcje L : E — F spetniajgcg warunek (L1) nazywamy odwzorowaniem addytywnym,
natomiast funkcje spetniajgca (L2) - odwzorowaniem jednorodnym.

Lemat 1.2

Jezeli L : E — F jest odwzorowaniem addytywnym, to L(0g) = OF.

Lemat 1.3

Jezeli L : E — F jest odwzorowaniem jednorodnym, to L(0g) = OF.

Whniosek 1.4

Jezeli L : E — F jest odwzorowaniem liniowym, to L(0g) = OF.

Twierdzenie 1.5 (Warunki rownowazne liniowos$ci odwzorowania)

Niech L : E — F bedzie odwzorowaniem. Réwnowazne sg zdania:

(1) L jest odwzorowaniem liniowym;

(2) L(rx + sy) = rL(x) + sL(y) dla wszystkichr,s € R, x,y € E;

(3) L (Z?Zl r,-x,-) = Y" , riL(x;) dla wszystkichn € N,r; € R, x; € E;
(4) L(rx + y) = rL(x) + L(y) dla wszystkichr € R, x,y € E.



Definicja 1.6

Zbioér wszystkich odwzorowan liniowych z przestrzeni E w przestrzen F oznaczamy symbolem
L(E, F).

Definicja 1.7

Kazde odwzorowanie liniowe z przestrzeni £ w samg siebie nazywamy endomorfizmem
liniowym. Zbidr wszystkich endomorfizméw liniowych przestrzeni E oznaczamy symbolem
End(E).

Definicja 1.8

Kazde odwzorowanie liniowe z przestrzeni E w przestrzen R nazywane jest funkcjonatem
liniowym.

Definicja 1.11

Dla m,n € N symbolem M,,x, oznaczamy przestrzen macierzy rzeczywistych o wymiarach
m X n.

Twierdzenie 1.19 (,,0 odwzorowaniu liniowym okreslonym na zbiorze
generatorow")

Niech

«T,S € L(E, F)

o« E =span{ey,...,e,}.

Jezeli T'(e;) = S(e;) dlakazdegoi=1,...,n,toT = S.

Twierdzenie 1.20 (,,0 odwzorowaniu liniowym okreslonym na bazie")

Niech B = {ey, ..., e, } bedzie bazg przestrzeni E
oraz niech f1, ..., f, € F beda dowolnymi wektorami.

Woéweczas istnieje doktadnie jedno odwzorowanie liniowe
L : E — F takie, ze L(e;) = f; dlakazdegoi =1,...,n.

Definicja 1.21: Baza uporzadkowana

Bazg uporzadkowang (reperem) przestrzeni wektorowej E wymiaru n nazywamy cigg
(e1,...,ey), jesli zbidr {ey, ..., e,} jest bazg tej przestrzeni.

Definicja 1.22: Standardowa baza uporzgdkowana

Standardowg uporzgdkowang bazg przestrzeni R"” nazywamy cigg (Ej, ..., E,), gdzie E; jest
wektorem z 1 na i-tej pozycji i zerami na pozostatych.

Definicja 1.23

Symbolem [K;|K3| ... |K,] oznaczamy macierz, ktérej kolejnymi kolumnami sg wektory
K, K>, ...,K,.



Twierdzenie 1.24 (O postaci odwzorowania liniowego z R” w R")
Niech T : R" — R™ bedzie odwzorowaniem liniowym.

Wowczas istnieje jedyna macierz A € M,,x, taka,
ze T(X) = AX dla kazdego X € R".

Ponadto, jesli (Ey, ..., E,) jest standardowg bazg R",
to A = [T(E)|T(E?)| ... |T(Ey)).

Definicja 1.25: Jgdro odwzorowania
Jadrem odwzorowania liniowego T' € L(E, F) nazywamy zbior

kerT ={x € E:T(x)=0F}

Twierdzenie 1.26

Jadro ker T' odwzorowania liniowego T' € L(E, F)
jest podprzestrzenig liniowg przestrzeni E.

Definicja 1.28: Monomorfizm

Réznowartosciowe odwzorowanie liniowe nazywamy monomorfizmem liniowym.

Twierdzenie 1.27

Odwzorowanie liniowe T' € L(E, F) jest réznowarto$ciowe (monomorfizm)
wtedy i tylko wtedy, gdy ker T' = {0g}.

Whniosek 1.29

Odwzorowanie Ty, gdzie A € M,;x,, jest monomorfizmem-réznowarto$ciowe
wtedy i tylko wtedy, gdy rz(A) = n.

Lemat 1.30 (,,0 monomorficznym obrazie zbioru liniowo niezaleznego")

Jezeli T : E — F jest monomorfizmem-réznowartosciowe, a Z C FE jest zbiorem liniowo
niezaleznym, to T[Z] jest zbiorem liniowo niezaleznym w F.

Definicja 1.31: Obraz odwzorowania
Obrazem odwzorowania liniowego T' € L(E, F) nazywamy zbior

ImT={ye F:3d3xe€e E,y=T(x)}

Méwiac najproéciej: Obraz to zbiér wszystkich mozliwych WYNIKOW transformacii. To jest
jej "zasieg” lub "zbidr wartosci”.

Twierdzenie 1.32 Obraz jest podprzestrzenig

Obraz odwzorowania liniowego T' € L(E, F) jest podprzestrzenig liniowg przestrzeni F.



Definicja 1.33: Epimorfizm liniowy

Odwzorowanie liniowe T : E — F nazywamy epimorfizmem liniowym, jezeliImT = F.

Whniosek 1.34 Im Ty = span{K{, ..., K, }

Zbidér wszystkich mozliwych wynikéw (ImT4) transformacji opisanej macierzg A jest doktadnie
tym samym, co przestrzen, ktérg mozna “zbudowac" za pomocg kombinacji liniowych kolumn
tej macierzy (span).

Dla A = [K{] ... |K,] € Muxn
zachodzi Im T4 = span{Ky, ..., K, }.
Whniosek 1.35

Geometryczny wymiar zbioru wynikéw transformacji
jest doktadnie taki sam,

jak liczba niezaleznych kolumn w macierzy,

ktéra te transformacje opisuje.

Dla A E Mm)(n
zachodzi dimIm Ty = dim span{ K, K>, ..., K, } = rz(A).

Definicja 1.36: Rzad odwzorowania = wymiar obrazu

Rzedem odwzorowania liniowego T' : E — F nazywamy wymiar jego obrazu:
rank(7) = dim(Im 7).

Izomorfizmy liniowe
Definicja 2.1 izomorfizm
Odwzorowanie liniowe T : E — F, ktdre jest bijekcjg, nazywamy izomorfizmem liniowym.

Definicja 2.2 izomorficzne

Mowimy, ze przestrzenie liniowe E i F sg izomorficzne (E = F), jesli istnieje miedzy nimi
izomorfizm liniowy.

Oczywiscie. Ponizej znajdujg sie formalne definicje iniekcji, suriekcji i bijekcji, wraz z opisem
stownym i odniesieniem do terminologii z algebry liniowej, ktérg juz poznates.



1. Iniekcja (funkcja réznowartosciowa)

Definicja Formalna

Niech dana bedzie funkcja f : X — Y. Mowimy, ze f jest iniekcjg (lub jest réznowartosciowa),
jezeli dla dowolnych elementéw x;, x, € X spetniony jest warunek:

f(x1) = f(x2) = x1=x

Réwnowaznie, mozna to zapisac jako:
X1 #Fx2 = f(x1) # f(x2)

Opis Stowny

Funkcja jest réznowartosciowa, jesli kazdy element w zbiorze docelowym Y jest trafiany co
najwyzej raz. Inaczej méwiagc, zadne dwa rézne argumenty ( x_1, x_2 ) nie mogg da¢ tego
samego wyniku. Kazdy "wystrzelony” argument Igduje w swoim unikalnym miejscu.

W Algebrze Liniowej
Odwzorowanie liniowe, ktére jest iniekcjg, nazywamy monomorfizmem. Warunkiem

koniecznym i wystarczajgcym jest, aby jego jadro byto trywialne: ker T' = {0g}.

2. Suriekcja (funkcja “na")

Definicja Formalna

Niech dana bedzie funkcja f : X — Y. Mdowimy, ze f jest suriekcjg (lub jest “na” zbiér Y),
jezeli dla kazdego elementu y € Y istnieje co najmniej jeden element x € X taki, ze:

VyeY 3IxeX: fx)=y

Opis Stowny

Funkcja jest suriekcja, jesli jej zbidr wartosci (obraz) jest rowny catej przeciwdziedzinie.
Oznacza to, ze kazdy element w zbiorze docelowym Y jest trafiony przynajmniej raz. Nie
maw Y “pustych” nieuzywanych elementoéw.

W Algebrze Liniowej

Odwzorowanie liniowe, ktdre jest suriekcjg, nazywamy epimorfizmem. Warunkiem koniecznym
i wystarczajacym jest, aby jego obraz byt réwny catej przestrzeni docelowej: ImT = F.



3. Bijekcja (funkcja wzajemnie jednoznaczna)

Definicja Formalna

Niech dana bedzie funkcja f : X — Y. Méwimy, ze f jest bijekcjq, jezeli jest jednoczesnie
iniekcja i suriekcja.

Opis Stowny

Funkcja jest bijekcja, jesli tworzy idealne “parowanie” jeden do jednego miedzy elementami
zbioréw X i Y . Kazdy element w zbiorze docelowym Y jest trafiany doktadnie jeden raz.
Ani za mato (suriekcja), ani za duzo (iniekcja). To oznacza, ze zbiory X i Y muszg by¢ "tej
samej wielkosci” (mie¢ te sama moc).

W Algebrze Liniowej

Odwzorowanie liniowe, ktdre jest bijekcjg, nazywamy izomorfizmem. Oznacza to, ze
przestrzenie E i F sg “strukturalnie identyczne”.

Podsumowanie w Tabeli

W Algebrze

Pojecie Inna nazwa Warunek .. ]
Liniowej

. . . L. R6zne argumenty dajg rézne Monomorfizm
Iniekcja Réznowartosciowa

wyniki (kerT' = {0})
L. Kazdy element w zbiorze Epimorfizm
Suriekcja  “Na” . .
docelowym jest wynikiem (ImT = F)
. Wzajemnie o S .
Bijekcja Jest iniekcjg ORAZ suriekcja Izomorfizm

jednoznaczna



ALGAII WYKLAD 2 Izomorfizmy-bijekcje liniowe

Izomorfizmy liniowe

Definicja 2.1

Kazde odwzorowanie liniowe T : E — F bedace bijekcjg nazywamy izomorfizmem liniowym.

Definicja 2.2

Mowimy, ze przestrzenie liniowe E i F' sg izomorficzne, jesli istnieje izomorfizm liniowy
T : E — F. Fakt, ze przestrzenie liniowe E i F sg izomorficzne zapisujemy symbolem

ExF

Fakt, ze T : E — F jest izomorfizmem liniowym przestrzeni E i F zapisujemy nastepujaco:

T-E—SF Iub ESF
T

Twierdzenie 2.3

Odwzorowanie liniowe T : E — F jest izomorfizmem
wtedy i tylko wtedy, gdy kerT = {fg} iImT = F.

Definicja 2.4

Kazdy liniowy endomorfizm T' : E — E bedacy izomorfizmem-bijekcja nazywamy
automorfizmem przestrzeni wektorowej E.

Definicja 2.5

Zbior wszystkich automorfizmow przestrzeni wektorowej E oznaczamy symbolem

Aut(E)

Twierdzenie 2.6

Jezeli

Ey jest podprzestrzenig liniowg przestrzeni E
orazdim Ey = dim E < oo,

to £y = E.

Whiosek 2.8 rownowazne automorfizm

Niechn € N, A € M, x,. Wéwczas réwnowazne sg zdania:
(a) T4 : R" > R" jest automorfizmem przestrzeni R”,
(b) rz(A) = n,

(c)detA #£ 0.



Twierdzenie 2.9 (O wymiarach jgdra i obrazu odwzorowania liniowego)

Niech

T : E — F bedzie odwzorowaniem liniowym

oraz niech ker T'i Im T beda przestrzeniami skoriczonego wymiaru.
Wowczas E ma skonczony wymiar oraz

dim E = dim(ker T') + dim(Im T')

Twierdzenie 2.10
JezeliT : E — F jest dowolnym odwzorowaniem liniowym, to

dim E = dim(ker T') + dim(Im T)

Lemat 2.11 o rownowaznosci IZMow
Jezeli

T e L(E, F)

oraz dim E = dim F < oo,

to rownowazne sa zdania:

(a) T jest monomorfizmem (ker T = {0g}),
(b) T jest epimorfizmem (ImT = F),

(c) T jest izomorfizmem liniowym.

Skladanie (suprepozycja) odwzorowan liniowych
a mnozenie macierzy

Definicja 3.12

Niech T : E — F bedzie odwozorwaniem liniowym, x € E.
Wartos$¢ T'(x) bedziemy réwniez oznacza¢ symbolem T'x.

Twierdzenie 3.13 o superpozyciji

Niechm,n,p € N, A € Mpym, B € M-
Wéwczas T4 o Tp jest odwzorowaniem liniowym oraz

TyoTp =Typ

Twierdzenie 3.14 ztozenie/superpozycja OL/TL jest OL/TL

Ztozenie dwoch dowolnych odwzorowan liniowych jest odwzorowaniem liniowym.

Twierdzenie 3.15

Funkcja f : A — B jest bijekcja
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka funkcja g : B — A, ze

gof=1d4, [fog=1Idp



Twierdzenie 3.16

Funkcja g : B — A jest funkcjg odwrotngdo f: A — B
wtedy i tylko wtedy, gdy

gof=1d4, [fog=1Idp

Twierdzenie 3.17 macierzg odwracalng i liniowym izomorfizmem

Jezelin € N, A € M,x, jest macierza odwracalng,
to Ty : R" - R" jest liniowym izomorfizmem-bijekcja oraz

(Ty)™" =T

Twierdzenie 3.18

JezeliT € L(E, F) jest izomorfizmem-bijekcja liniowym przestrzeni wektorowych E i F,

toT~! : F - E jest izomorfizmem liniowym.

Twierdzenie 3.19

Odwzorowanie liniowe T : E — F jest izomorfizmem
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka funkcja S : F — E, ze

SeT=1dg, ToS=Idf

Twierdzenie 3.20

Niech T' : E — F bedzie odwzorowaniem liniowym.
Wodweczas istnieje izomorfizm (liniowy) .S : F — E odwrotny do T’
wtedy i tylko wtedy, gdy

SoT =1dg, TS =I1dr

Twierdzenie 3.21 (O warunkach rownowaznych izomorfizmowi)
Niech

1.7 € L(E, F),
2.dimE =n e N.

Réwnowazne sg zdania:

(1) T jest izomorfizmem liniowym.

(2) Dla kazdej uporzadkowanej bazy B = (ey, ..., e,) przestrzeni E, cigg (T'(ey),
jest uporzadkowang bazg przestrzeni F.

(3) Istnieje taka uporzadkowana baza B = (ey, ..., e,) przestrzeni E, ze (T'(e),
jest bazg przestrzeni F.

. T(en)

.., T(ey))



Tabela “-izméw" w Algebrze Liniowej

Nazwa

Endomorfizm

Monomorfizm

Epimorfizm

Izomorfizm

Automorfizm

Odwzorowanie

T: E- F
T: E - E
T: E~-F
(iniekcja)
T: E-F
(suriekcja)
T: E-F
(bijekcja)
T: E -~ E
(bijekcja)

Kluczowa cecha (Po
ludzku)

"Nie wychodzi z domu".
Bierze wektor z E i
wynik tez jestw E .

"Nic sie nie zlewa". Dwa
réozne wektory startowe
dajg dwa rézne wyniki.

“Pokrywa wszystko".
Kazdy wektor w
przestrzeni F jest
wynikiem.

"ldealne dopasowanie
1-na-1"

Nic sie nie zlewa i
wszystko jest pokryte.

"ldealne przetasowanie w

domu”.

Odwracalna
transformacja w obrebie
tej samej przestrzeni.

Sciggawka do zapamietania relacii:

¢ Izomorfizm = Monomorfizm + Epimorfizm

o Musi by¢ réznowartosciowe i “na”.

e Automorfizm = Endomorfizm + Izomorfizm

Jak sprawdzi¢?
(Warunek formalny)

Macierz A jest
kwadratowa.

Jadro jest trywialne:
ker T = {6_E}

Obraz to cata
przestrzen F:
ImT=F

Jest mono- i
epimorfizmem naraz:
ker T = {6_E} ORAZ
ImT=F

Jest endomorfizmem
i izomorfizmem naraz.

o Musi by¢ idealnym dopasowaniem, ktére dodatkowo zostaje w tej samej przestrzeni.



ALGAIl WYKLAD 3 Bazy, Izobazy Wspéitrzedne
wektora wzgledem bazy

Definicja 3.1

Niech B = (eq, ey, ..., e,) bedzie uporzagdkowang bazg przestrzeni wektorowej E, x € E oraz
niech x1, X2, ..., X, € R bedg takimi jedynymi liczbami, ze x = Z?:l Xx;e;. Liczby
X1, X2, ... » X, NAzywamy wspoirzednymi wektora x wzgledem bazy B. Wektor
X
X2
[x]p =
Xn

nazywamy wektorem wspétrzednych wektora x w bazie uporzagdkowanej B.

Twierdzenie 3.2 (O izomorfizmie przestrzeni liniowej z R")

Niech E bedzie przestrzenig wektorowg wymiaru dim E = n € N oraz niech
B = (e, ey, ...,e,) bedzie uporzagdkowang bazg przestrzeni E. Wéwczas odwzorowanie

Cp: E—-R", Cpx)=I[x]g

jest liniowym izomorfizmem.

Whniosek 3.3

Kazda rzeczywista przestrzen liniowa wymiaru n € N jest izomorficzna z R".

Whniosek 3.4
Jezeli B = (eq, e, ..., e,) jest uporzadkowang bazg przestrzeni wektorowej FE, to

X1
n
X2
-1 . n -1 _
i iR E G| =D e
: j=1

Xn

jest izomorfizmem przestrzeni wektorowych R" i E.



Definicja: Diagram przemienny (1)

Niech f: A—> B,g: B—> C,h: A — C.Jezelige f = h, to mébwimy, ze przemienny jest
diagram.

(Forma z wyktadu: A -——-f--—> B, A ——h-—> C, B --g——> (C)

Definicja: Diagram przemienny (2)

Niechf: A—> B,g: A—> C,h: B— D,k:C — D.Jezeliho f =k og, to méwimy, ze
przemienny jest diagram.

Twierdzenie 3.5

NiechT € L(E, F),dim E =n € N,dim F = m € N, oraz niech B bedzie uporzgdkowana
bazg przestrzeni E, a D - uporzadkowang bazg przestrzeni F. Wéwczas istnieje taka jedyna
macierz A € M, 2e

CpeT =T4°Cp

czyli przemienny jest diagram, oraz

A= [T (Dlp | [T)]p | = | [T (en)p]

Definicja 3.6

Niech T' € L(E, F) oraz niech B = (e, ...,e,)i D =(dy, ..., d,) beda uporzagdkowanymi
bazami odpowiednio przestrzeni E i F. Macierz

[Tlpeg := [[T (e)]p | [T (e)]p | - | [T (e)]p]

nazywamy macierzg odwzorowania liniowego T' w bazach uporzadkowanych Bi D.



Whniosek 3.10

JezeliT € L(E, F),dim E =n € N,dim F =m € N, a Bi D sg uporzgdkowanymi bazami
odpowiednio przestrzeni E i F, to

[T(x)]p = [T1p—s - [x]B

dla dowolnego x € E.

Twierdzenie 3.11 (O macierzy ztozenia odwzorowan liniowych)

T Ky
Niech E — F — G beda odwzorowaniami liniowymi miedzy przestrzeniami liniowymi

skonczonego wymiaru oraz niech B, C, D bedag uporzadkowanymi bazami odpowiednio
przestrzeni E, F, G. Wéwczas

[SeTlpp = [SIpc * [Tlc—s

Twierdzenie 3.12

NiechT € L(E, F), dim E = dim F = n € N. Réwnowazne s3 zdania:
(1) T jest izomorfizmem liniowym.

(2) [T]p—p jest odwracalna dla dowolnych uporzagdkowanych baz Bi D.
(3) [T1p—p jest odwracalna dla pewnych uporzgdkowanych baz Bi D.

Ponadto jezeli T jest izomorfizmem, to

[T ,_, = (Tlp—p)™
Zmiana baz

Definicja 3.13

Niech B = (by, ..., b,) i D bedg uporzagdkowanymi bazami przestrzeni wektorowej E. Macierz

Pp_p :=[[bilp | [b2]1p | - | [BulD]

nazywamy macierzg przejscia od bazy B do bazy D.

Twierdzenie 3.14

Jezeli B i D sg uporzadkowanymi bazami przestrzeni wektorowej E, to

PD(—B = [IdE]D<—B

W skrécie: To twierdzenie méwi, ze “macierz zmiany bazy"” to po prostu macierz odwzorowania
“nic nie réb”, ktdére przyjmuje wejscie w jednym jezyku, a daje wyjscie w innym.

To twierdzenie pokazuje, ze macierz przejscia nie jest jakim$ nowym, odrebnym bytem, ale
szczegolnym przypadkiem macierzy odwzorowania liniowego, gdzie tym odwzorowaniem jest
wtasnie “nic nie robienie” (tozsamos¢). Ujednolica to te dwa pojecia.



Twierdzenie 3.15

Jezeli B i D sg uporzadkowanymi bazami przestrzeni wektorowej E, a x € E, to
[x]p = Ppp - [x]B

Twierdzenie 3.16

Niech B, D, G beda bazami uporzgdkowanymi przestrzeni wektorowej E wymiaru n € N.
Wéwczas:

(W] PB<—B = In:
(2) PGepPp—p = P,
(3) Pp_p jest odwracalna oraz (PD<_B)_1 = Pg_p.

Macierz endomorfizmu liniowego

Definicja 3.17

Niech E bedzie przestrzenig wektorowg wymiarun € N, T € End(E), B = (e, ..., ey)
uporzgdkowang bazg przestrzeni E. Macierz

[T1p := [T1gs = [[T(e)]lp | [T(ex)]p | -+ | [T(en)lp]

nazywamy macierzg endomorfizmu T wzgledem uporzadkowanej bazy B.

Twierdzenie 3.18

Niech By i B beda dwiema uporzgdkowanymi bazami przestrzeni wektorowej E skoriczonego
wymiaru. Jezeli T' € End(E), to

[T1g = P7'[T]s,P

gdzie P = Pp, . p jest macierza przejscia od bazy B do bazy By.

Twierdzenie 3.19

Niech A € M

oraz niech .S bedzie standardowg uporzgdkowang bazg R".

Niech B = (Kj, ..., K,,) bedzie uporzadkowang baza R" oraz niech P bedzie macierza
odwracalng, ktérej kolejne kolumny sg wektorami bazy B.

Wéwczas

[Talg = P~'AP

Twierdzenie to mowi, ze macierz transformacji w nowej bazie ([T_A]_B) to wykonanie tej
transformacji “naokoto”: najpierw ttumaczymy na baze standardowg §, potem wykonujemy
transformacje w bazie standardowej (A), a na koniec ttumaczymy wynik z powrotem do nowe;j
bazy (P™).



ALGAIl WYKLAD 4 Macierze podobne

Macierze podobne

Definicja 4.1

Mowimy, ze macierz A € M, jest podobna do macierzy B € M« (co zapisujemy
symbolem A ~ B) jedli istnieje taka macierz odwracalna P € Mx,, ze

B=P AP

Twierdzenie 4.2

Niech A, B, C € Mx,,. Wowczas:

(1) A ~ A (zwrotnos$?),

(2) jezeli A ~ B, to B ~ A (symetria),

(3) jezeliA ~ Bi B~ C,to A ~ C (przechodnio$¢).
Definicja 4.3

Jesdli macierz A € M,,x, jest podobna do macierzy B € M,x,,, to méwimy, ze macierze Ai B
sg podobne.

Twierdzenie 4.4
Jezeli A, B € M,x, oraz A ~ B, to

det A = det B

Whniosek 4.5

Niech B i D bedg dwiema uporzgdkowanymi bazami przestrzeni wektorowej E skoriczonego
wymiaru n € N. JezeliT € End(E), to

det[T]z = det[T]p

Definicja 4.6

Niech E bedzie przestrzenig wektorowa skonczonego wymiaru n € N oraz niech B bedzie
jakakolwiek uporzadkowang bazg przestrzeni wektorowej E. Wyznacznikiem endomorfizmu
T € End(E) nazywamy liczbe

det(T) := det[T]p

Whniosek 4.7
Niech S, T beda endomorfizmami przestrzeni wektorowej wymiaru n € N. Wéwczas

det(SoT)=4detS -detT



Definicja 4.8

Sladem macierzy kwadratowej A = [a,-j] € M, nazywamy sume jej elementéw na gtéwnej
przekatnej, czyli liczbe

n

trA = Z a;jj

i=1
Lemat 4.9
Jezeli A, BE M,x,ir € R, to

tr(A+ B)=trA+tB oraz tr(rA)=rtrA

Whniosek 4.10

Niech n € N. Funkcja tr : M,x, — R
tr(A) =trA
jest odwzorowaniem liniowym.

Twierdzenie 4.11

Jezeli A, B € M, x,, to tr(AB) = tr(BA).

Twierdzenie 4.12
Jezeli A, B € M,x, oraz A ~ B, to

trA=trB

Definicja 4.13

Niech E bedzie przestrzenig wektorowg skoriczonego wymiaru n € N oraz niech B bedzie
uporzadkowang bazg przestrzeni wektorowej E. Sladem endomorfizmu T € End(E)
nazywamy liczbe

tr(T) := tr[T]g
Twierdzenie 4.14

Jezeli A, B € M,x, oraz A ~ B, to

rz(A) = rz(B)

czyli macierze podobne maja taki sam rzad.

Whniosek 4.15

Niech E bedzie przestrzenig wektorowg skoriczonego wymiaru n € N oraz niech B bedzie
uporzadkowang bazg przestrzeni wektorowej E. Jezeli T € End(E), to

rank(T) = rz[T]p



Wartosci i wektory witasne

Definicja 4.16
Niech T € End(E). Liczbe 4 € R nazywamy wartoscig wtasng endomorfizmu T jesli

T(x) = Ax

dla pewnego niezerowego wektora x € E; wowczas mowimy réwniez, ze x jest wektorem
wiasnym endomorfizmu T odpowiadajgcym wartosci wtasnej A.

Twierdzenie 4.17
Niech T € End(FE) oraz niech 4 € R bedzie wartoscig wtasng endomorfizmu T. Wéwczas

ET) ={x€E:T(x) = Ax}

jest niezerowg podprzestrzenig przestrzeni wektorowej E.

Definicja 4.18

Niech T € End(FE) oraz niech 4 € R bedzie wartoscig wtasng endomorfizmu T. Wéwczas
przestrzern wektorowa

ET) :={x€ E:T(x)= Ax}

nazywamy przestrzenig wtasng endomorfizmu T odpowiadajgcg wartosci wtasnej A.

Definicja 4.19
Niech A € M,x,-. Liczbe rzeczywistg A nazywamy wartoscig wtasng macierzy A, jesli

AX = AX

dla pewnego niezerowego wektora X € R"; wektor X nazywa sie wowczas wektorem
wiasnym macierzy A odpowiadajgcym wartosci wiasnej 4.

Whniosek 4.20

Jesli A € M,x,, to 4 € R jest wartoscig wtasng macierzy A wtedy i tylko wtedy, gdy A jest
wartos$cig wtasng endomorfizmu T4 € End(R").

Definicja 4.21

Przestrzenig wiasng macierzy A € M,,, odpowiadajgcg wartosci wtasnej A macierzy A
nazywamy przestrzen

E(A):={XeR": AX = 1X}



Whniosek 4.22
Jesli A € M,x, i 4 € R jest jej wartoscig wtasng, to

Ex(A) = &, (Ty)

Ten wniosek méwi, ze “specjalne” wektory dla macierzy A (te, ktére mnozenie przez A tylko
rozcigga) sg doktadnie tymi samymi “specjalnymi” wektorami dla geometrycznej operacji T_A,
ktdrg ta macierz opisuje.

Definicja 4.23 spektrum endomorfizmu

Zbidr wszystkich wartosci wtasnych endomorfizmu liniowego T' € End(E) nazywa sig
spektrum endomorfizmu T i oznacza sie symbolem spec(T).

Definicja 4.24 spektrum macierzy

Zbidr wszystkich wartosci wtasnych macierzy A € M,x, nazywa sie spektrum macierzy A i
oznacza sie symbolem spec(A).

Twierdzenie 4.25

Niech A € M,«, oraz A € R. Réwnowazne sg zdania:

(1) A jest wartoscig wtasng macierzy A.

(2) (AI, — A) X = Op~ dla pewnego niezerowego wektora X € R".
(3) Macierz A1, — A nie jest odwracalna.

(4) det(Al, — A) = 0.

Definicja 4.26
Niech A € M, x,. Wielomianem charakterystycznym macierzy A nazywamy funkcje

cy - R— R, cy(x)=det(xl, — A

Twierdzenie 4.27

Niech A € M,x,. Liczba 4 € R jest wartoscig wtasng macierzy A
wtedy i tylko wtedy, gdy A jest miejscem zerowym wielomianu charakterystycznego c4.

Whniosek 4.28

Jezeli A € Mo jest macierzg symetryczng, to ma ona (rzeczywistg) wartosé wtasna.

W szczegdlnosci jeSli macierz A =

(c b caylid- 4 6o

. jest symetryczna
1 | J y y

ca(z) = 2° — (a + d) z + (ad — b°).



Cwiczenie 4.29 (Formuta wielomianu charakterystycznego dla 3 X 3)

Jedli A = [a,-j] € M3z, x € R, to cs(x) = e3x> + cax? + ¢1x + ¢p, gdzie
c3 = 1,

cp =—1rA,
a  an al  ais az azs
| = + ,
a; ax asy ass aspy  ass
co = — det A.

Twierdzenie 4.30

Jezeli A, B € M,x, sa macierzami podobnymi, to majg ten sam wielomian charakterystyczny.

Twierdzenie 4.32
Niech T € End(E) oraz 4 € R. Réwnowazne s3 zdania:

o A jest wartoscig wtasng endomorfizmu T'.
e (Aidg —T) X = O dla pewnego niezerowego wektora X € E.
L ker(/l ldE —T) ;é {®E}

Definicja 4.33

Niech T' € End(E) oraz dim E = n € N. Wielomianem charakterystycznym endomorfizmu
T nazywamy funkcje

cr - R— R, cr(x)=det(xidg —T)

Twierdzenie 4.34

Niech T € End(E) orazdim E = n € N.
Liczba rzeczywista A jest wartoscig wtasng endomorfizmu T'
wtedy i tylko wtedy, gdy cr(4) = 0.

Twierdzenie 4.35

Niech T € End(E),dim E = n € N oraz niech B bedzie uporzgdkowang bazg przestrzeni
wektorowej E.

Liczba 4 € R jest wartoscig wtasng endomorfizmu T

wtedy i tylko wtedy, gdy jest pierwiastkiem wielomianu charakterystycznego macierzy [T]p.

Twierdzenie 4.36
Jezeli A1 i Ay sg réznymi wartosciami wtasnymi endomorfizmu T' € End(E), to
En(M) N &ER(T) ={OF}

Najwazniejsza intuicja: Podprzestrzenie wtasne odpowiadajgce réznym warto$ciom wtasnym
sg od siebie "fundamentalnie niezalezne". Nie majg ze soba nic wspdlnego poza punktem
startowym, czyli wektorem zerowym.



ALGAII WYKLAD 5 Diagonalizacja |

Definicja 5.1
Méwimy, ze macierz kwadratowa A = [a,-j] € M, %, jest diagonalna, jesli

a,-j=0

dla wszystkich takich i, j = 1,2, ...,n, ze i # j.

Definicja 5.2

Niech 41, 42, ..., 4, € R. Macierz diagonalng

A 0 - 0
0 i

. e MHXH
0 O An

oznaczamy symbolem

diag(/ll . /12, ey /1,,)

Definicja 5.3

Mowimy, ze macierz kwadratowa A € M, jest diagonalizowalna,
jesli istnieje taka macierz odwracalna P € M,x,, ze

PlAP

jest diagonalna.

Twierdzenie 5.4

Macierz A € M,x, jest diagonalizowalna
WTWG
ma n wektoréw wtasnych tworzacych baze przestrzeni wektorowej R".

Twierdzenie 5.5 (,,O diagonalizacji macierzy")

Niech

A € Myxn

oraz niech macierz A ma n wektoréw wtasnych X, ..., X,

odpowiadajgcych kolejno wartosciom wiasnym Ay, ..., A, macierzy A o tej wtasnosci,

ze (X1, ..., X,) jest uporzagdkowang bazg R".
Jesli P = [Xq] --- | X,,] jest macierzg o kolejnych kolumnach X1, ..., X,,
to wéwczas

P~ 'AP = diag(Ay, ..., A,)



Twierdzenie 5.6

Niech E bedzie rzeczywistg przestrzenig wektorowg

oraz Ay, ..., Ak € R bedg parami réznymi warto$ciami wtasnymi endomorfizmu T' € End(E).
Jezeli X, ..., X sg wektorami wtasnymi endomorfizmu T" odpowiadajgcymi kolejno
wartosciom wtasnym Aq, ..., A,

to zbior { Xy, ..., Xy} jest liniowo niezalezny w E.

Whniosek 5.7

Kazda macierz A € M,,x, majgca n parami réznych wartosci wtasnych jest diagonalizowalna.

Definicja 5.8

Mowimy, ze warto$¢ wtasna 4 € R macierzy A € M,,x, ma krotnos$é m € N jesli istnieje taki
wielomian ¢, ze g(A) # 0 oraz

ca(x) = (x = H)"q(x)

dla kazdego x € R.

Twierdzenie 5.9
Jezeli A € R jest wartoscig wtasng macierzy A € M,,«, o krotnoscim € N, to

dim(&;(A)) < m

Whniosek 5.10
Jezeli A jest wartoscig wtasng macierzy A € M,x, o krotnosci 1, to

dim(&€;(A4)) =1

Twierdzenie 5.11
Niech A € M,«, bedzie macierza, ktérej wielomian charakterystyczny dany jest wzorem

x> ea(x) = (x = A" (x = )™ e (x = 4™

gdzie A1, ..., Ar € R sg parami réznymi wartosciami wtasnymi macierzy A,
ami,...,m; € N.Niechd; = dim(é’,{j(A)) dla kazdego j =1, ..., k.
Wdwczas rédwnowazne sg zdania:

(1) A jest diagonalizowalna,

2)di+dr+ - +di =n,

(38)dj = mj dlakazdego j =1, ..., k.



ALGAII WYKLAD 6-7 Suma algebraiczna i suma
prosta podprzestrzeni Twierdzenie o wymiarze
sumy algebraicznej

Suma algebraiczna podprzestrzeni

Definicja: Suma algebraiczna

Niech E bedzie przestrzenig wektorows,

oraz niech { E; };c1 bedzie dowolng rodzing podprzestrzeni wektorowych przestrzeni E.
Sumg algebraiczng tej rodziny podprzestrzeni, oznaczana ZIGT E;, nazywamy zbidr
wszystkich wektoréw, ktére dajg sie przedstawi¢ jako skoficzona suma elementéw z tych
podprzestrzeni. Formalnie:

k
D E = {Zx,,. ckeN,t;, €T, x, eE,,}

i=1

Uwaga

Suma algebraiczna rodziny podprzestrzeni jest zawsze podprzestrzenig wektorowg przestrzeni
E.

Twierdzenie

Niech { E; };er bedzie rodzing podprzestrzeni przestrzeni wektorowej E.
Suma algebraiczna ZteT E; jest najmniejszg (w sensie inkluzji) podprzestrzenia przestrzeni E
zawierajgcg wszystkie podprzestrzenie E; z tej rodziny. Inaczej méwigc:

D E = span<U E,)

teT teT

Twierdzenie (Suma algebraiczna skonczonej liczby podprzestrzeni)

Niechn € N
oraz niech E|, E,, ..., E, bedg podprzestrzeniami przestrzeni wektorowej E.
Wodweczas ich suma algebraiczna jest zbiorem:

Et+E+-+E,={x1+x++x,:x; € E;dlai=1,...,n}

Suma prosta podprzestrzeni



Definicja: Suma prosta

Niech Eq, ..., E, bedg podprzestrzeniami przestrzeni wektorowej E.
Mowimy, ze suma algebraiczna E = E| + -+ + E, jest suma prostg, jezeli kazdy wektor
x € E mozna przedstawi¢ w sposdb jednoznaczny jako suma

X=X1+x2+ -+ X,

gdzie x; € E; dlai = 1,..., n. Sume prostg oznaczamy symbolem:

E=E @ E & & E,

Twierdzenie (Warunek rownowazny sumy prostej)

Niech Ey, ..., E, bedg podprzestrzeniami przestrzeni wektorowej E.
Suma E; + -+ + E,, jest sumg prostg wtedy i tylko wtedy, gdy wektor zerowy 8 ma tylko
jedno przedstawienie jako suma wektordw z tych podprzestrzeni, a mianowicie trywialne:

jeslix; + -+ +x,=0pix; € E;, tox; =xp =+ =x, =0

Twierdzenie (Warunek sumy prostej dla dwdch podprzestrzeni)

Niech E1, E, bedg podprzestrzeniami przestrzeni wektorowej E.
Suma E; + E; jest sumg prostg wtedy i tylko wtedy, gdy ich przeciecie jest trywialne:

EinE, ={0}

Twierdzenie 8.1 (,0 wymiarze sumy prostej")
Jezeli Ey @ E; jest sumg prostg podprzestrzeni wektorowych E; i E», to

dim(E; & E;) = dim E; + dim E,

Twierdzenie 8.2 (,,0 wymiarze sumy algebraicznej")
Jezeli E; i E; sg podprzestrzeniami wektorowymi przestrzeni E, to

dim(E; + E,) + dim(E; N E) = dim(E,) + dim(E,)

Twierdzenie 8.3

Niech E; i E, bedg podprzestrzeniami przestrzeni wektorowej E

oraz niech przestrzern E ma skoriczony wymiar (dim E < o0).

Wdwczas rownowazne sg zdania:

(1) E = E| @ E; jest sumg prostg podprzestrzeni wektorowych E; i E,
(2) E=E; + E; oraz E; N E; = {Og},

(3) E = E{ + E; orazdim E; + dim E, = dim E,

(4) Ey N E; = {®f} orazdim E; + dim E, = dim E.



ALGAIIl WYKLAD 8 Réwnania algebraiczne i
macierze symetryczne

Réwnania algebraiczne stopnia 3. Zasadnicze twierdzenie
algebry i jego zastosowanie do macierzy symetrycznych

Réwnania algebraiczne stopnia 3

Wskazowki Tartagli

Dla réwnania x> + px + q = 0 nalezy szukaé takich a i §, ze

)

Wtedy pierwiastkiem jest /a — \3/E

3

Dla réwnania x° = px + ¢ nalezy szukaé takich a i f§, ze

cepma w=(2)

Wtedy pierwiastkiem jest /a + \3/5

Twierdzenie

Jezeli u + w jest rozwigzaniem réwnania x>+ px + g = 0, to pozostatymi jego (zespolonymi)
pierwiastkami sg

eu+ew, Eu+ew

gdzie € jest pierwiastkiem pierwotnym z 1 stopnia 3.

Zasadnicze twierdzenie algebry

Twierdzenie (Zasadnicze twierdzenie algebry)

Kazdy wielomian zespolony stopnia dodatniego ma pierwiastek zespolony.

Whniosek

Kazdy wielomian zespolony f stopnia n € N ma, liczgc z krotnosciami, n pierwiastkow
zespolonych.
Oznacza to, ze istniejg takie liczby zespolone zi,...,z, € Cia € C, ze

f@=a-(z=2z1)(z2—2zn)

dla kazdego z € C.



Twierdzenie (O istnieniu wartosci wtasnej macierzy symetrycznej)

Dowolna macierz symetryczna wymiardw n X n ma n (liczagc z krotnosciami) rzeczywistych
wartosci wiasnych.



ALGAII WYKLAD 9 Formy dwuliniowe

Przestrzen odwzorowan liniowych

Definicja: Przestrzen odwzorowan liniowych

Niech E i F beda rzeczywistymi przestrzeniami liniowymi. Zbiér L(E, F) wszystkich
odwzorowan liniowych z E w F jest podprzestrzenig wektorowg przestrzeni FE (wszystkich
funkcji z Ew F).

Dziatania w L(E, F) s3g zdefiniowane nastepujgco:

dla dowolnych T, .S € L(E, F), r € R oraz kazdego x € E,

(T + S)(x) := T(x) + S(x)

(rT)(x) := rT(x)
Przestrzen dualna

Definicja: Przestrzen dualna
Niech E bedzie rzeczywistg przestrzenig wektorowa.

Przestrzenia dualng do E, oznaczang jako E*, nazywamy przestrzen wektorowg wszystkich
funkc;ji liniowych z E do R.

Formalnie zapisujemy to jako:

E* := L(E,R)

Elementy przestrzeni E* nazywamy funkcjonatami liniowymi na E.

Przestrzen dualna E* to zbidr wszystkich liniowych "urzadzen pomiarowych” (funkcjonatdw),
ktére potrafig zmierzy¢ kazdy wektor z przestrzeni E, podajgc w wyniku jedng liczbe
rzeczywista.



Formy dwuliniowe

Definicja: Forma dwuliniowa

Niech E bedzie przestrzenig wektorowg. Formg dwuliniowa na przestrzeni E nazywamy kazdg
funkcje

w: EXE—->R

ktéra jest liniowa ze wzgledu na kazdg ze zmiennych, tzn.

w(x,) € E* oraz ow(,y) € E*

dla kazdych x,y € E.

Definicja: Forma symetryczna
Kazda forme dwuliniowg @ : E X E — R, dla ktérej

w(x,y) = o(y,x) dlawszystkichx,y € E

nazywamy formg symetryczng.

Definicja: Forma skos$nie symetryczna
Kazda forme dwuliniowg @ : E X E — R, dla ktérej

w(x,y) = —w(y,x) dlawszystkichx,y € E

nazywamy forma skos$nie symetryczng (lub antysymetryczng).

Twierdzenie liniowe mnozenie zero
Jezeli B: E X E — R jest forma dwuliniowg, to

B(x,0g) =0 oraz B(Og,x)=0

dla dowolnego wektora x € E.

Kazda forma dwuliniowa (czyli kazde “liniowe mnozenie” wektoréw) potgczona z wektorem
zerowym zawsze daje w wyniku zero.

Definicja: Forma dodatnio okreslona
Forme dwuliniowg @ : E X E — R nazywamy dodatnio okreslong, jezeli

w(x,x) >0

dla dowolnego niezerowego wektora x € E\ {0g}.



Twierdzenie (Uogdlniona nieréwnos$¢ Cauchy’ego-Schwarza)

Niech (-, +) : E X E — R bedzie dodatnio okres$long formag dwuliniowa.
(a) Dla dowolnych x, y € E zachodzi:

(x’ J’) : (y,X) < (-xa -x) ' (y,J’)

(b) Jezeli forma jest dodatkowo symetryczna, to dla dowolnych x, y € E zachodzi:
2
(-xa J’) < (x’ X) : (.V, J’)

Whniosek

Niech (-, ) : E X E — R bedzie formg dwuliniowg dodatnio okreslong
oraz niech x,y € E\ {Ofg}.
Woéwczas réwnos$é w nierdwnosci Cauchy’ego-Schwarza,

) - ,x) =(x,x) - (¥, )

zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy wektory X, y sg liniowo zalezne (tzn. y = tx dla pewnego
t € R).

Przyktad

Niech E = R? ze standardowym iloczynem skalarnym (v, w) = v - w = vjw; + Vaw,. Ta
forma jest dodatnio okreslona.

Przypadek 1: Wektory liniowo zalezne
Niech x = (1,2) iy = (2,4). Wida¢, ze y = 2x. Sprawdzmy testem.

1. Lewa strona:
L=|xy*=]1,2-24 =
=|1-24+2-4>=2+8)*> =10> = 100

2. Prawa strona:
P=(12)-(1,2))- (2,4 - 2,4) =

=(124+2)-2°+4)=(1+4)-(4+16)=5-20 =100

3. Poréwnanie: L = P (100 = 100). Wniosek: wektory sg liniowo zalezne. Zgadza sie.

Przypadek 2: Wektory liniowo niezalezne
Niechx = (1,2)iy = (3, 1).

1. Lewa strona:
L=|(xy*=[1,2- -3 D=
=[1-3+2-1>=13+2>=52=25

2. Prawa strona:
P=(1,2)-(1,2))- (3, 1)- (3, 1)) =
=(1°+2)- 3 +1H=10+4-9+1)=5-10=50



3. Poréwnanie: I < P (25 < 50). Wniosek: wektory s3 liniowo niezalezne. Zgadza sie.

Ograniczenia i Podsumowanie
Zalety:

¢ Jest to elegancka i potezna metoda.

« Swietnie pokazuje geometryczne znaczenie liniowej zaleznoéci w przestrzeniach
euklidesowych.

Wady/Ograniczenia:

1. Dziata tylko dla DWOCH wektoréw. Nie da sie jej bezposrednio zastosowac do
sprawdzenia zalezno$ci trzech lub wigcej wektoréw na raz.

2. Wymaga formy dwuliniowej DODATNIO OKRESLONEJ. Nie zadziata w przestrzeniach,
gdzie (v, v) moze by¢ zerem dla niezerowego wektora v (np. w czasoprzestrzeni
Minkowskiego).



ALGAII WYKLAD 10 lloczyn skalarny

Definicja: lloczyn skalarny

lloczynem skalarnym na rzeczywistej przestrzeni wektorowej E nazywamy kazda
symetryczng, dodatnio okreslong forme dwuliniowa

(,): EXE—R

Lemat zerowa ditugos¢ do kwadratu

Niech w : E X E —> R bedzie formg dwuliniowg dodatnio okreslona,
oraz niech x € E.

Wowczas o(x, x) =0

wtedy i tylko wtedy, gdy x = OF.

W przestrzeni z “dobrg metryka" (dodatnio okreslong), jedynym wektorem, ktéry ma zerowa
"dtugos$¢ do kwadratu” jest wektor zerowy.
Ten lemat to formalne ujecie intuicji, ze “tylko nic nie ma rozmiaru”.
Twierdzenie (O niezdegenerowaniu iloczynu skalarnego)
Niech (-, ) : E X E — R bedzie iloczynem skalarnym. Wéwczas
{(x€ E:Vy€E,(x,y) =0} = {Of}
Jedynym wektorem, ktdry jest prostopadty (ortogonalny) do WSZYSTKICH innych wektoréw w
przestrzeni, jest wektor zerowy.

Lemat Forma symetryczna

Niech (-, -) oznacza standardowy iloczyn skalarny w R".
Forma symetryczna w4 jest dodatnio okres$lona
wtedy i tylko wtedy, gdy (Ax, x) > 0 dla dowolnego x € R"\ {Og~ }.

Sposdb mnozenia wektoréw zdefiniowany przez symetryczng macierz A jest “dobry i sensowny”
(dodatnio okreslony) wtedy i tylko wtedy, gdy “mnozenie” dowolnego niezerowego wektora
przez samego siebie za pomocg tej macierzy zawsze daje wynik dodatni.

Definicja: Norma

Niech E bedzie przestrzenig wektorowg z iloczynem skalarnym (-,-) : EX E — R,
oraz niech x € E.
Norma odpowiadajgcy iloczynowi skalarnemu (-, -) nazywamy funkcje

-1+ E— [0, +c0)

lIxIl = 4/(x, %)

Liczbe ||x|| nazywamy normg wektora x lub dtugos$cig wektora x.



Twierdzenie (Nierédwnos$¢ Cauchy’ego-Schwarza)

Niech E bedzie przestrzenig wektorowa z iloczynem skalarnym (-, -).
Wéwczas

1Ge, I < MIx]] - Iyl

dla dowolnych x,y € E.

Twierdzenie (Wlasnosci normy)

Niech A € R oraz x, y € E. Wdwczas:
M ||Ax]l = |A] - |x]| (jednorodnos$¢),
(2) ||x]l = 0 <= x = Of (okreslonosc),
(3) lIx + yll < x|l + Iyl (nieréwno$é trojkata).
Definicja: Metryka
Definiujemy funkcje
d: EXE— [0,4+0)
d(x,y) = |lx = yll.
Twierdzenie (Wtasnosci metryki)

Niech x, y, z € E. Wéwczas:

Mdx,y) =0 x =y,

(2) d(x,y) = d(y, x) (symetria),

(3) d(x,y) < d(x,z)+ d(z,y) (nierdwnos¢ trojkata).
Definicja

Funkcje d : E X E — [0, +00) spetniajgcg warunki (1)-(3) z ostatniego twierdzenia o
Wiasnosciach metryki nazywamy metryka na zbiorze E.

Funkcje zdefiniowang jako d(x, y) = ||x — y|| nazywamy metrykg wyznaczong przez iloczyn
skalarny.

Definicja: Wektory ortogonalne

Mdéwimy, ze wektory x, y € E s3 ortogonalne (lub prostopadte) wzgledem iloczynu skalarnego
(-, ), jesli (x,y) = 0.

Twierdzenie (Twierdzenie Pitagorasa)
Wektory x, y € E sg ortogonalne wtedy i tylko wtedy, gdy

2 2 2
lx + ylI* = llxlI” + ¥



Definicja: Zbior ortogonalny i ortonormalny
Méwimy, ze podzbiér A C E jest ortogonalny, jesli:

e dla dowolnych x,y € A, jezelix # y, to (x,y) = 0,

e (x,x) # 0 dla kazdego x € A.
Kazdy ortogonalny podzbiér A C E nazywamy ortonormalnym, jezeli dodatkowo
(x,x) = 1 dla kazdego x € A.

Twierdzenie (Twierdzenie Pitagorasa dla wielu wektorow)
Jezeli A = {x1,...,x,} C E jest zbiorem wektoréw parami ortogonalnych, to

2 2 2
X1+ -+ xmll” = X074 -+ [ xmll

Twierdzenie ortogonalny liniowo niezalezny

Kazdy ortogonalny podzbidr przestrzeni E z iloczynem skalarnym jest liniowo niezalezny.

Definicja: Baza ortogonalna i ortonormalna

Kazdg baze B przestrzeni wektorowej E bedgca zbiorem ortogonalnym [ortonormalnym]
nazywamy ortogonalng baza [ortonormalng baza lub ON-bazg] przestrzeni E.

Twierdzenie (O rozktadzie wektora w bazie ortogonalnej)
dowolny wektor w bazie ortogonalnej jest suma jego projekcji na wektory elementarne tej bazy

Jezeli (eq, ..., e,) jest ortogonalng bazg przestrzeni E,
axeE, to

i=1

Lemat (o ortogonalizaciji)

Niech {ey, ..., e} bedzie zbiorem ortogonalnym w E,
niech x € E, oraz niech

" (x,ej)
nir =x— 3, 0

5 ©J
=1 llesll

Wéwczas:
(1) e+ jest ortogonalny do kazdego wektora ey, ..., ey,
(2) jezeli x & span{ey, ..., en}, to {er, ..., en, ent1} jest zbiorem ortogonalnym.



Twierdzenie (Algorytm ortogonalizacji Grama-Schmidta)

Niech E bedzie przestrzenig z iloczynem skalarnym,
a(vy, ..., Uy,) jej uporzadkowang baza.
Definiujemy cigg wektoréw:

e =0
k—1
Uk, €j
ey = Uy — Z (72)@- dlak=2,...,n.
=t el
Wéwczas:
(1) (eyq, ..., ey) jest ortogonalng bazg przestrzeni E,

(2) span{ey, ...,ex} = span{vy, ..., v} dlakazdegok =1, ..., n.

Whniosek

Kazda niezerowa, skonczenie wymiarowa przestrzen wektorowa
z iloczynem skalarnym ma baze ortogonalng oraz baze ortonormalng

Ortogonalne dopetnienie

Definicja: Dopetnienie ortogonalne

Dopetnienie ortogonalne zbioru S to zbior wszystkich wektorow,
ktére sg prostopadte do KAZDEGO wektora ze zbioru S.

Niech .S C E. Ortogonalnym dopetnieniem zbioru S w E nazywamy zbior

St={xeE:VyesS, (x,y) =0}

Lemat

Niech S C E. Wéwczas S+ jest podprzestrzenig wektorowg przestrzeni E.

Twierdzenie

Niech .S bedzie podprzestrzenig wektorowg przestrzeni E. Wéwczas:
(NSNSt = {6},
(2 S c (1)

Jedynym wektorem, ktdéry nalezy jednoczesnie do podprzestrzeni i do jej dopetnienia
ortogonalnego, jest wektor zerowy.

Podprzestrzen i jej dopetnienie ortogonalne przecinajg sie tylko w punkcie zerowym. Sg
maksymalnie “roztgczne”, jak to tylko mozliwe w przestrzeni wektorowej.

Operacja “"dopetnienia dopetnienia” ((St)L) przywraca nam oryginalng podprzestrzen
(przynajmniej w dobrze znanych nam przypadkach).



Twierdzenie (O ortogonalnym rozktadzie)
Jezeli U jest skoriczenie wymiarowg podprzestrzenig wektorowg przestrzeni E, to
E=U®U"

Kazdg przestrzen mozna roztozy¢ na dwie wzajemnie prostopadte i uzupetniajgce sie czesci:
dowolnie wybrang podprzestrzen oraz wszystko, co jest do niej prostopadte.

Twierdzenie
Jezelidim E < oo oraz U jest podprzestrzenig przestrzeni E, to

dim E = dimU + dim U+

Twierdzenie

Jezelidim E < oo oraz U jest podprzestrzenig przestrzeni E, to
1
(ut) =u

Definicja: Projekcja ortogonalna

Niech E bedzie przestrzenia z iloczynem skalarnym,
a U jej skoriczenie wymiarowg podprzestrzenia.
Ortogonalng projekcjg na U nazywamy funkcje

projy : E = E

zdefiniowana tak, ze projy; (u + w) = u dla dowolnychu € U, w € U*.

Uwaga
Ortogonalna projekcja proj;; jest dobrze okreslona dla kazdej podprzestrzeni U o skoriczonym

wymiarze, gdyz wtedy E =U @ U+*.

Twierdzenie (Wtasnosci projekcji ortogonalnej)
Niech U bedzie skonczenie wymiarowg podprzestrzenig E. Wéwczas:

* projy jest odwzorowaniem liniowym,

. Im(projU) =U,

. ker(proju) =U"t,

* Projy © projy = projy (idempotentnosc),
e X — projy(x) € U+ dla kazdego x € E,

e jezeli (e, ..., e,) jest bazg ortonormalng U, to

projy(x) = Z (x,e;)e; dlakazdego x € E,
i=1

o ||proj, (x)|| < |lx|| dia kazdego x € E.



Twierdzenie (O najlepszej aproksymaciji)

Rzut ortogonalny wektora na podprzestrzen jest jego “najlepszym przyblizeniem” w tej
podprzestrzeni, poniewaz jest to punkt w tej podprzestrzeni lezgcy najblizej oryginalnego
wektora.

Niech U bedzie skonczenie wymiarowg podprzestrzenia E,
oraz niech x € E.
Woéwczas wektor projy;(x) jest jedynym wektorem w U, ktéry minimalizuje odlegtos$¢ od x, tzn.

||x — projy (x)|| < lIx — y|l dlakazdegoy € U.

Ponadto, réwnos$¢ zachodzi tylko dla y = proj (x).

To twierdzenie jest podstawg metody najmniejszych kwadratéw.



ALGAII WYKLAD 11 Izometrie i macierze
ortogonalne

Izometrie

Definicja: Odwzorowanie zachowujagce odlegtos¢

Niech (X, dx) i (Y, dy) beda przestrzeniami metrycznymi.
Mowimy, ze funkcja f : X — Y jest odwzorowaniem zachowujgcym odlegtosé, jezeli

dy (f&), f (¥')) = dx (x,x')

dla dowolnych x, x’ € X.

Twierdzenie

Kazde odwzorowanie zachowujgce odlegtos$¢ punktéw jest réznowartosciowe.

Definicja: Izometria

Kazdg bijekcje f : X — Y zachowujgca odlegto$é punktdw przestrzeni metrycznych
(X, dx), (Y, dy) nazywamy izometrig tych przestrzeni metrycznych.

Twierdzenie

Jezeli f : X — Y jest izometrig przestrzeni metrycznych (X,dx) i (Y,dy),to f' 1Y - X
jest izometrig przestrzeni metrycznych (Y, dy) i (X, dx).

Twierdzenie (Wtasnosci odwzorowania zachowujgcego odlegtosc¢ i wektor
zerowy)

Niech E i F bedg przestrzeniami wektorowymi nad R z iloczynami skalarnymi

(VY EXE->Ri{(,)r: EXE >R,

oraz niech f : E — F bedzie odwzorowaniem zachowujacym odlegtosci (wzgledem metryk
wyznaczonych przez dane iloczyny skalarne) i spetniajgcym warunek f (0g) = 0.
Wéwczas:

(a) [[f(x) = fWIlF = lIx = yllg dla dowolnych x, y € E;

(b) | f/O|lF = |lx||g dla kazdego x € E (zachowuje norme);

(c) {(f(x), fO)F = {x, y)g dla dowolnych x, y € E ( f zachowuje iloczyny skalarne);
(d) jesli {x1,...,x,} jest ortogonalnym [ortonormalnym] podzbiorem E, to
{f(x1),..., f(xn)} jest ortogonalnym [ortonormalnym] podzbiorem F;

(e) f: E— F jest odwzorowaniem liniowym.



Twierdzenie (O rozktadzie izometrii)

Niech przestrzenie wektorowe E i F bedg wyposazone w iloczyny skalarne (-, -)g i (-, *)F -
odpowiednio.

Kazde odwzorowanie f : E — F zachowujgce odlegtosé (czyli spelniajace rownosc

| f(x) = fFOIIF = |lx — yllg dla kazdych x,y z E ) mozna zapisa¢ w postaci ztozenia

f=1,°fo

gdzie fy : E — F jest odwzorowaniem liniowym zachowujgcym odlegtosé, at, : F — F jest
translacjg o pewien wektor v € F.
Oznacza to, ze f(x) = fo(x) + v dla kazdego x € E.

Twierdzenie 3 (ROGwnowazne warunki dla izometrii liniowej)

Niech f : E — F bedzie odwzorowaniem liniowym miedzy przestrzeniami wektorowymi
wyposazonymi odpowiednio w iloczyny skalarne (-, )g : EX E - Ri{(:,-)p : EXE - R
Réwnowazne s3 nastepujgce zdania:

(1) f zachowuje odlegtosé: || f(x) — f(WIlr = ||x — y||g dla dowolnych x,y € E;

(2) f zachowuje norme: || f(x)||r = ||x||g dla kazdego x € E;

(3) f zachowuje iloczyn skalarny: { f(x), f(¥))r = {(x, y) dla dowolnych x,y € E.

Twierdzenie 4 (Charakteryzacja izometrii liniowej w przestrzeniach
skonczenie wymiarowych)

Niech f : E — E bedzie liniowym endomorfizmem,

a E przestrzenig wektorowg wymiaru n € N z iloczynem skalarnym (-, -})g : EX E - R
Wdwczas rownowazne sg zdania:

(1) f zachowuje odlegtosé,

(2) f jest izometrig,

(3) obrazem kazdej ON-bazy ortonormalnej przestrzeni E w odwzorowaniu f jest ON-baza
ortonormalna E;

(4) f przeksztatca pewng ON-baze ortonormalng E na ON-baze ortonormaing E.

Macierze ortogonalne

Uwaga

W przestrzeni R" bedziemy rozwazaé standardowy iloczyn skalarny. Jedli x, y € R”, to ich
iloczyn skalarny mozna zapisaé jako mnozenie macierzy:

(x,yy=x"y

Definicja: Macierz ortogonalna

Macierz rzeczywistg A € M,xx nazywamy ortogonalng, jesli jej kolumny tworzg zbior
ortonormalny w R”.



Lemat
Macierz rzeczywista A € M, xx (gdzie n > k) jest ortogonalna wtedy i tylko wtedy, gdy

ATA =1,

Lemat (O macierzy sprzezonej)
Jezeli A € M, x € RF, y e R", to
(Ax, )rr = (x, AT y)pe

Dziatanie macierzy A mozna “przerzuci¢” z jednego wektora na drugi w iloczynie skalarnym,
pod warunkiem, ze zamienimy jg na jej macierz transponowang A"T.

Twierdzenie

Niech A € M« (gdzie n > k). Odwzorowanie liniowe f : R > R", f(x) = Ax zachowuje
odlegto$¢ punktéw wtedy i tylko wtedy, gdy macierz A jest ortogonalna.

Lemat (Wtasnosci kwadratowej macierzy ortogonalnej)

Niech A € M,x, bedzie macierzg ortogonalng. Wéwczas:
(1) det A = +1,

(2) macierz A jest odwracalna oraz Al = AT,

(3) macierz AT jest ortogonalna.

Twierdzenie

lloczyn dwdéch macierzy ortogonalnych jest macierzg ortogonalng.

Whniosek

Zbidr wszystkich ortogonalnych macierzy rzeczywistych kwadratowych wymiarun X n z
mnozeniem macierzy jest grupa* ktorg oznaczamy symbolem O(n).

Relacje miedzy grupami:

e Ogdlna grupa liniowa:
O(n) < GL(n) = {A € M, : det A # 0}

e Specjalna grupa ortogonalna (grupa obrotéw):
SOn) ={A € 0(n):detA =1}

e Hierarchia podgrup:
S0O(n) < O(n) < GL(n)

Definicja: Grupa

Uktad (G, ¢), w ktorym G jest zbiorem niepustym, ae : G X G — G jest dziataniem, nazywamy
grupa, jesli spetnione sg warunki:

(1) dziatanie jest tgczne: a e (b e c) = (a » b) » ¢ dla dowolnych a, b, c € G,

(2) istnieje element neutralny e € G: aee = e e a = a dla kazdego a € G,

(3) dla kazdego a € G istnieje element odwrotny a™! € G:aea ' =a ' ea=ce.



Whniosek

Zbidér wszystkich ortogonalnych macierzy kwadratowych wymiaru n X n z mnozeniem macierzy
tworzy grupe, oznaczang O(n).

Whniosek (Rownowazne warunki ortogonalnosci macierzy kwadratowej)

Macierz A € M,,x, jest ortogonalna wtedy i tylko wtedy, gdy spetniony jest jeden z
réwnowaznych warunkéw:

(1) Kolumny macierzy A tworzg zbiér ortonormalny w R”;

(2) Wiersze macierzy A tworzg zbi6r ortonormalny w R";

(3) ATA =1,;

(4) AAT =1,

Twierdzenie

Niech A € M,x,. Endomorfizm liniowy f : R" — R", f(X) = AX jest izometrig wtedy i tylko
wtedy, gdy macierz A jest ortogonalna.

1. Co to jest “grupa”?

W skrécie, “grupa” to zbidr obiektow (tutaj macierzy) z jednym dziataniem (tutaj mnozenie
macierzy), ktory jest “"dobrze wychowany”. Oznacza to, ze:

e Mnozenie nie wyprowadza nas poza zbior: lloczyn dwdch macierzy ortogonalnych jest
wcigz macierzg ortogonalna.
e Istnieje element neutralny: Macierz jednostkowa (I) jest w tym zbiorze.

o Kazdy element ma odwrotnos$¢: Kazda macierz ortogonalna jest odwracalna, a jej
odwrotnosé réwniez jest ortogonalna.

2. Grupa Ortogonalna O(n)

e Co to jest? To jest "klub” wszystkich macierzy n X n, ktére reprezentujg izometrie, czyli
transformacje, ktére nie zmieniaja dtugosci ani katéw.

 Jakie to transformacje? W naszej przestrzeni sg to OBROTY i ODBICIA (lustrzane odbicie
lub odbicie z obrotem).

 Przyktad: Macierz obrotu o 30 stopni w 2D nalezy do O(2). Macierz odbicia wzgledem osi
Y tez nalezy do O(2).

Ogodlna Grupa Liniowa G L(n)

» Co to jest? To jest “super-klub” wszystkich macierzy n X n, ktére sg odwracalne. Ich
wyznacznik musi by¢ rézny od zera.

¢ Co to oznacza? Reprezentujg one wszystkie transformacje, ktére nie “zgniatajg”
przestrzeni do nizszego wymiaru. Mozna je cofngc.

» Relacja: Kazda macierz ortogonalna jest odwracalna (jej wyznacznik to 1 lub -1), wiec
grupa O(n) jest podgrupa G L(n). Innymi stowy, kazdy obrét i odbicie to transformacja
odwracalna, ale nie kazda transformacja odwracalna (np. rozcigganie) jest obrotem lub
odbiciem.



4. Specjalna Grupa Ortogonalna SO(n) (Grupa Obrotéw)

* Co to jest? To jest bardziej ekskluzywny klub wewnatrz O(n). Nalezg do niego tylko te
macierze ortogonalne, ktérych wyznacznik wynosi doktadnie +1.

» Jakie to transformacje? Sg to WYLACZNIE OBROTY. Macierze odbicia majg wyznacznik
-1, wiec sg z tego klubu wyrzucone.

» Dlaczego “specjalna”? Bo zachowuje nie tylko dtugosci i katy, ale takze orientacje
przestrzeni (nie zamienia rekawiczki lewej na prawg, jak robi to lustro). Dlatego jest
nazywana grupg obrotéw.

Podsumowanie Hierarchii
SO(n) < O(n) < GL(n)

¢ SO(n) (same obroty) to podgrupa O(n) (obroty i odbicia).

e O(n) (obroty i odbicia) to podgrupa G L(n) (wszystkie odwracalne transformacje).



ALGAIl WYKLAD 12 Forma kwadratowa i
Twierdzenie Sylvestera

Forma kwadratowa i jej macierz

Definicja: Macierz formy dwuliniowej

Niech E bedzie przestrzenig wektorowg wymiaru n € N,
niech B = (e, ..., e,) bedzie jej uporzagdkowang baza,

oraz niechw : E X E — R bedzie formg dwuliniowa.
Macierza formy dwuliniowej @ w bazie B nazywamy macierz

Mj = [a) (ei’ef)]lg,jsn € M

Twierdzenie (Zmiana macierzy formy dwuliniowej przy zmianie bazy)

Niech E bedzie przestrzenig wektorowg wymiaru n € N,
niech w : E X E — R bedzie formg dwuliniowa,

oraz niech B, B’ bedg bazami przestrzeni E.

Woéwczas

MB =Py _p)" - ME - Py_g

Definicja: Forma kwadratowa

Niech E bedzie przestrzenig wektorowg. Odwzorowanie g : E — R nazywamy forma
kwadratowgq, jesli istnieje taka forma dwuliniowa @ : EX E — R, ze

q(x) = w(x, x)
dla kazdego x € E.

### Twierdzenie (Formuta polaryzacyjna)

Niech $E$ bedzie przestrzenia wektorowa,

oraz niech $\omega: E \times E \rightarrow \mathbb{R}$ bedzie forma dwuliniowg symeil
Wéwczas

$$

\omega(x, y)=\frac{1}{2}(q(x+y)-q(x)-q(y))

$3$

gdzie $q(v) = \omega(v,v)$.



Twierdzenie (O formie kwadratowej)

Niech E bedzie przestrzenig wektorowa.
Dla kazdej formy kwadratowej g : E — R istnieje doktadnie jedna taka forma dwuliniowa
symetrycznaw : EX E - R, ze

q(x) = w(x, x)

dla dowolnego x € E.

Definicja: Forma stowarzyszona

Forma stowarzyszong (skojarzong) z formg kwadratowg g : £ — R nazywamy jedyng forme
dwuliniowg symetryczng @ : E X E — R, dla ktérej g(x) = w(x, x).

Definicja: Macierz formy kwadratowej

Macierza formy kwadratowej g : E — R w bazie uporzagdkowanej B nazywamy macierz
formy dwuliniowej stowarzyszonej z g w bazie B.

Definicja: Ortogonalna diagonalizowalnos¢

Moéwimy, ze macierz A € M,x, jest ortogonalnie diagonalizowalna, jezeli istnieje taka
macierz ortogonalna P € O(n), ze

PTAP

jest macierzg diagonalna.

Twierdzenie (o macierzach symetrycznych)

Niech A € M,x,. Rdwnowazne sg zdania:

(1) A ma ortonormalny w R” zbidr n wektoréw wtasnych,

(2) A jest ortogonalnie diagonalizowalna,

(3) A jest symetryczna.

Twierdzenie (O istnieniu wartosci wlasnej macierzy symetrycznej).
Dowolna macierz symetryczna wymiaréw n X n

ma n (liczac z krotnosciami) rzeczywistych wartosci wtasnych.

Whniosek.

Dla macierzy symetrycznej, wszystkie “magiczne” liczby (wartosci wtasne) sg rzeczywiste, a jej
wielomian charakterystyczny catkowicie rozktada sie na proste czynniki liniowe.

Jezeli A = [a,'j] € M,x, jest macierzg symetryczng, to istniejg takie
keNk<niA,...,. -k ER,ny,....,n, €N, ze ny + --- + n, = n oraz wielomian
charakterystyczny macierzy A dany jest wzorem

ca®) = (1 = A" (1 = A)"™ - (1 = A)™

dla kazdego t € R.



Twierdzenie o osiach gtdéwnych

Kazdg skomplikowang forme kwadratowg (np. 3x% + 2xy + 3y2) mozna uprosci¢ do postaci
kanonicznej sumy samych kwadratow (np. 4y% + Zy%) poprzez odpowiedni obrot uktadu
wspotrzednych.

Niech ¢ : R" — R bedzie formg kwadratowa. Niech A € Sym(n) C M,x, bedzie macierzg
formy g w bazie standardowej R", czyli takg macierzg symetryczng, ze

g X)=XTAX
dla kazdego X € R".
Wéweczas istnieje taka macierz P € O(n), 26 PTAP =: D = diag(A, ..., A,) jest diagonalna,
gdzie Ay, ..., 4, sg wszystkimi warto$ciami wtasnymi macierzy A (liczac z wielokrotnymi) oraz
i X €RY=P'X=[y 3y - ] to

XTAX = (P APY)=YT (PTAP)Y =YTDY
q(PY) = Miy; + hys + - + Auvi

Definicja: Posta¢ kanoniczna formy kwadratowej
Moéwimy, ze forma kwadratowa g : E — R jest w postaci kanonicznej (lub diagonalnej) w
bazie (ey, ..., e,), jezeli istniejg takie skalary ay, ..., a, € R, ze

n

qx) = Y aix?

i=1

dla dowolnego wektora x = Z:;l x;e; € E.

Twierdzenie (Sylvestra o bezwtadnosci)

Dla kazdej formy kwadratowej mozna znalez¢ taki (niekoniecznie prostopadty) uktad
wspotrzednych, w ktdrym jej wzér to tylko suma i réznica kwadratéw wspétrzednych, ze
wspotczynnikami +1, -1 lub o **

Jezeli g : R" — R jest formg kwadratowg,

to istnieje taka baza (ey, ..., e,) przestrzeni R" oraz istnieja takie jednoznacznie wyznaczone
liczby catkowite nieujemne s, ¢,

ze dla dowolnego x = Zle x;e; € R" zachodzi

q(x) = (x1)* + - + (%)% = (Xg41)* = =+ = (Xg4)°

Liczby s (indeks dodatni) i ¢ (indeks ujemny) nie zalezg od wyboru bazy, w ktérej forma ma
powyzszg postac.



Definicja: Indeksy bezwtadnosci
Niech A € M,x, bedzie macierzg symetryczna.

 Dodatnim indeksem bezwtadnos$ci macierzy A, oznaczanym ¥ (A), nazywamy liczbe jej
dodatnich wartosci wtasnych.

e Ujemnym indeksem bezwladnos$ci macierzy A, oznaczanym o~ (A), nazywamy liczbe jej
ujemnych wartosci wtasnych.
Indeksem formy kwadratowej nazywamy dodatni indeks jej macierzy.

Definicja. Indeksem formy kwadratowej g na przestrzeni wektorowej skonczonego dodatniego
wymiaru nazywamy dodatni indeks jej macierzy (czyli liczbe jej dodatnich warto$ci wtasnych).
Twierdzenie (Sylvestra o bezwtadnosci - wersja macierzowa)

Jesdli dwie macierze symetryczne opisujg te samg “geometryczng deformacje” (forme
kwadratowa), tylko z perspektywy dwdch réznych uktadédw wspétrzednych, to muszg miec takg
sama liczbe dodatnich i ujemnych wartosci wtasnych.

Jezeli A, B € M,x, sq macierzami (symetrycznymi) tej samej formy kwadratowej w réznych
bazach, to

ct(A)=06"(B) oraz o (A) =0 (B



ALGAII WYKLAD 13 Klasyfikacja krzywych i
powierzchni stopnia 2

Klasyfikacja krzywych stopnia 2

Definicja: Typ krzywej stopnia 2

Niech dana bedzie forma kwadratowa g(x, y) = ax® + bxy + cy* o wartoéciach wtasnych
A1, Ao
Méwimy, ze zbidér punktéw {(x, y) € R? : gqx,y)+dx+ey+ f = 0} jest typu:

e eliptycznego, jesli A; - A > 0 (obie warto$ci wtasne niezerowe i tego samego znaku),

e hiperbolicznego, jesli A; - A, < 0 (obie warto$ci wtasne niezerowe i réznych znakdéw),

e parabolicznego, jeéli A1 = 0 lub A, = 0 (przynajmniej jedna warto$é wtasna jest zerowa).
Definicja: Elipsa

Niech x bedzie ptaszczyzng, a na niej dwa rézne punkty f1, f» zwane ogniskami.
Elipsg o osi wielkiej dtugosci 2a > d(f1, f>) nazywamy zbidr punktdw p € & spetniajacych
warunek:

d(p7f1)+d(paf2) = 2a

Roéwnanie kanoniczne elipsy:

Definicja: Hiperbola

Niech x bedzie ptaszczyzng, a na niej dwa rézne punkty f1, f> zwane ogniskami.
Hiperbolg o osi wielkiej dtugosci 2a < d(f], f2) nazywamy zbidr punktdéw p € & spetniajgcych
warunek:

|d(p’f1)_ d(p’fZ)l = 2a

Réwnanie kanoniczne hiperboli:

Definicja: Parabola

Parabola nazywamy zbidér punktéw ptaszczyzny, ktérych odlegtosé od ustalonego punktu f
(ogniska) jest rowna odlegtosci od ustalonej prostej (kierownicy).
Réwnanie kanoniczne paraboli:

y* = 2px



Twierdzenie

Niech A € M,x, bedzie macierza symetryczng,
oraz niech A1, 42 € R bedg jej réznymi warto$ciami wtasnymi.
Woéwczas odpowiadajgce im przestrzenie wtasne sg ortogonalne:

&, (A) L &,(4)

Definicja: Kierunki gtéwne

Niech A € Sym(n) bedzie macierzg symetryczna.

Zbiorem kierunkéw gtéwnych macierzy A nazywamy ortonormalng baze R" ztozong z jej
wektoréw wtasnych.

Zbiorem kierunkow gtéwnych formy kwadratowej nazywamy zbidr kierunkow gtéwnych jej
macierzy.

Powierzchnie stopnia drugiego (Kwadryki)

Definicja: Powierzchnia stopnia drugiego

Powierzchnia stopnia drugiego w R3 nazywamy zbiér punktéw (x, y, z), ktorych wspdtrzedne
spetniajg rownanie postaci:

T
X X X
y|Aly|+Bly|+/f=0
zZ zZ zZ

gdzie A jest niezerowg macierzg symetryczng 3 X 3, B jest wektorem wierszowym, a f jest
stata.

Klasyfikacja powierzchni stopnia drugiego

. . 2 y2 2
1. Elipsoida: ZT + 0+ j—z =1

o Przypadek szczegdlny: Sfera, gdy a = b = c.

2
2. Hiperboloida jednopowtokowa: Z—j + 2 - i—j =1

b2
2 2 2
3. Hiperboloida dwupowtokowa: % — Z—z -5 =1
. . x2 y2 z
4. Paraboloida eliptyczna: o + 7=
2 2
5. Paraboloida hiperboliczna (siodto): * — 2 = 2
a? b? p

2 2 2
6.St02ek:z—2+Z—2—i—2=0

a2

2
7. Walec eliptyczny: x + Z_Z =1

2
8. Walec hiperboliczny: 2 _Y

a2 b2

9. Walec paraboliczny: y* = 2px



Tabela 1: Klasyfikacja Krzywych Stopnia2 w R?

Réwnanie ogdlne: ax2? + bxy + cy?2 + dx + ey + f = 0

Rdéwnanie kanoniczne po diagonalizacji i przesunieciu: Aix'2 + Azy'2 + d'x' + e'y' + f' =
0

Analizujemy znaki wartos$ci wtasnych A1, A: macierzy formy kwadratowej [[a, b/2]1, [b/2,
cll.

Znaki Rownanie kanoniczne w )
Typ . . . Nazwa Krzywej
(A1, A2) najprostszej formie
” 2
Eliptyczny +, + ’;—2 + % =1 Elipsa
+, o+ Mx?+ ,Y*=0 Punkt
+, + /llx'2 + /12yl2 =-1 Zbior pusty
”? r2
2 -2 =1wb
Hiperboliczny  +, - @ b, Hiperbola
—X—Z + > = 1
a
2 7 Dwie przecinajace
- @~y =0 si
€ proste
Paraboliczny +, 0 y'? = 2px’ Parabola
. o 2= 2 Dwie proste

réwnolegte

Jedna prosta
(podwajna)

+, 0 x? = —k? Zbior pusty



Tabela 2: Klasyfikacja Powierzchni Stopnia 2 (Kwadryk) w R3

Réwnanie ogdlne: q(x, y, z) + dx + ey + fz + g = @
Rdéwnanie kanoniczne po diagonalizacji i przesunieciu: Aix'2 + Azy'? + Aszz'2 + d'x' + e'y'

+ f'z' +g' =10

Analizujemy znaki wartosci wtasnych Ai, Az, As.

Znaki
Typ (A1, Az,

As)
Eliptyczny +, +,

+I +I

+I +I

Hiperboliczny +, +,

+, +,
+, +,
+I ~
+I ~
Paraboliczny +, +,
+I —
+, +,
+I ~
+, 0,
+, 0,
+, 0,
+, 0,

Rownanie kanoniczne w
najprostszej formie

ER I R |
a? + b? c
) /2 ”n
y
=+ 5+ = 0
a b [4
2 /2 ”?
Yy zZ _
ety ta=-1
” /2 ”
Tt =1
a b c
7) 2 ”
- =0
a b c
X2 y'2 o
atg - a="1
X2 y'2 72
e g =1
X2 y’z 22
2y e =0
72 /2 '
y
Tt ==
a b p
” y’2 7!
@2
” 2
I
a? + b
*2 Vg
a2 »? -
y/2 — 2pxl
le — kZ
X2 =0
x/2 — _k2

Nazwa Powierzchni

Elipsoida
Punkt

Zbior pusty

Hiperboloida
jednopowtokowa

Stozek

Hiperboloida
dwupowtokowa

Hiperboloida
dwupowtokowa

Stozek

Paraboloida eliptyczna

Paraboloida
hiperboliczna (siodto)

Walec eliptyczny

Walec hiperboliczny

Walec paraboliczny

Dwie ptaszczyzny
réwnolegte

Jedna ptaszczyzna
(podwadjna)

Zbior pusty



ALGAII WYKLAD 14-15 Okres$lonos$¢ form
kwadratowych

Definicja 14.1: Forma dodatnio okreslona

Forme kwadratowg ¢ : E — R nazywamy dodatnio okreslong, jesli g(x) > 0 dla kazdego
niezerowego wektora x € E\ {0g}.

Definicja 14.2: Forma ujemnie okreslona

Forme kwadratowg q : E — R nazywamy ujemnie okreslong, jesli g(x) < O dla kazdego
niezerowego wektora x € E\ {0g}.

Twierdzenie 14.3

Niech a, b, c € R. Forma kwadratowa g(x, y) = ax* + 2bxy + cy* jest dodatnio okre$lona
wtedy i tylko wtedy, gdy

a
a>0 oraz ‘
c

Twierdzenie 14.4

Niech a, b, ¢ € R. Forma kwadratowa g(x, y) = ax® + 2bxy + cy* jest ujemnie okreslona
wtedy i tylko wtedy, gdy

a
a<(0 oraz ‘
c

Definicja 14.5: Minor gtéwny

Minorem gtéwnym (lub naroznym) rzedu k € N macierzy kwadratowej A = [aij]an

nazywamy wyznacznik podmacierzy powstatej z pierwszych k wierszy i k kolumn macierzy A:

6k = det [aij] kxck

Definiujemy ponadto 6y = 1.



Twierdzenie 14.6

Niech E bedzie przestrzenig wektorowg wymiarun € N,

niech B = (e, ..., e,) bedzie bazg przestrzeni FE,

niech ¢ : E — R bedzie formg kwadratowg o macierzy A w bazie B.

Jezeli wszystkie minory gtéwne 61, ..., 6, macierzy A sg rézne od zera, to istnieje jedyna baza
(f1, ..., fu) ortogonalna wzgledem formy w (stowarzyszonej z q) taka, ze:

e fx € ex +span{ey, ..., e, } dlakazdegok =1, ...,n,

» wartosci formy na wektorach bazowych wynoszg q (fi) = ,;f—k]-

Jesli macierz formy kwadratowej ma “dobre wtasnosci” (niezerowe minory gtéwne), to mozemy
skonstruowac specjalng, “trojkatng” baze ortogonalng krok po kroku, a “dtugosci do kwadratu”
wektoréw w tej nowej bazie mozna obliczy¢ bezposrednio z wyznacznikdéw tej macierzy.

Twierdzenie 14.7

Jezeli wszystkie minory gtéwne 6, ... , 0, macierzy A formy kwadratowej g sg niezerowe, to
ujemny indeks bezwtadnosci tej formy jest réwny liczbie zmian znakéw w ciggu

1’51’52’--"6}1

Jesli chcesz wiedzieé, ile "minusow” kryje w sobie Twoja forma kwadratowa, po prostu policz,
ile razy zmienia sie znak w sekwencji wyznacznikéw jej macierzy.

Twierdzenie 14.8 (Kryterium Sylvestera dla form dodatnio okreslonych)

Rzeczywista forma kwadratowa jest dodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie
minory gtéwne 61, ..., 6, jej macierzy sg dodatnie.

Twierdzenie 14.9

Jezeli forma kwadratowa g na przestrzeni E wymiaru n € N jest dodatnio okreslona, to macierz
A tej formy (w dowolnej bazie) ma dodatni wyznacznik: det A > 0.

Twierdzenie 14.10 (Kryterium Sylvestera dla form ujemnie okreslonych)

Forma kwadratowa jest ujemnie okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy jej minory gtéwne 6,
spetniajg warunek:

(=D*6y >0 dlakazdegok =1,...,n

(tzn. 67 < 0,6, > 0,05 <0,...)



